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• Тур длится 5 часов. Тур содержит 3 задачи, в сумме оцени-
ваемые в 30 баллов. Обратите внимание, что максималь-
ное количество баллов различно для каждой задачи.

• Покидать рабочее место без разрешения запрещено.
Если вам необходима помощь (сломался калькулятор,
нужно посетить туалет и т.д.), поднимите соответству-
ющий флаг с длинной ручкой (“HELP” — помощь или
“TOILET” — туалет), размещённый возле вашего сиде-
нья, над стенами вашего бокса и держите его поднятым,
пока к вам не подойдёт организатор.

• Ваши ответы должны быть выражены через выде-
ленные в тексте задачи величины, а также, если необ-
ходимо, могут содержать фундаментальные постоянные.
Например, если в задаче сказано, что “высота коробки
равна a , а длина — b”, то величину a, но не b, можно ис-
пользовать в ответе (если только величина b не выделена
где-то ещё, см. ниже). Величины, выделенные в тексте
данного подпункта, могут быть использованы только для
ответа на вопросы этого подпункта. В свою очередь, ве-
личины, выделенные в вводном тексте задачи (или части
задачи), т.е. вне подпунктов, можно использовать для от-
вета на все вопросы данной задачи (или части задачи).

• Пишите только на лицевой стороне листов бумаги.

• Для каждой задачи заготовлены отдельные листы для ре-
шений (“Solution Sheet”; в заголовке каждого такого
листа отмечен номер задачи и её пиктограмма). Решения
записывайте на соответствующие листы для решений. Ли-

сты для решений для каждой задачи пронумерованы — ис-
пользуйте их в соответствии с нумерацией. Всегда отме-
чайте, какой частью задачи и каким вопросом вы за-
нимаетесь. Перепишите конечные ответы в соответству-
ющие графы на листах для ответов (“Answer Sheet”).
Также вам предложены листы для черновиков (“Draft”);
используйте их для записей, не предназначенных к оцени-
ванию. Если вы записали на листы для решений что-то,
что не следует использовать в оценивании (например, по-
спешные и неверные решения), зачеркните эти строки.

• Если вам нужны дополнительные листы для какой-либо
задачи, поднимите флаг “HELP” и сообщите организа-
тору номер задачи; вам выдадут два листа для решений.
Просить дополнительную бумагу можно более одного ра-
за.

• Используйте как можно меньше текста: стремитесь
объяснять свое решение прежде всего уравнениями, чис-
лами, символами и рисунками.

• Первый, одиночный звуковой сигнал означает, что до кон-
ца тура остаётся полчаса. Второй, двойной звуковой сиг-
нал означает, что до конца тура остаётся пять минут. По-
следний, тройной звуковой сигнал оповестит вас о конце
тура. После третьего звукового сигнала вы обязаны
немедленно прекратить писать. Вложите все листы в
конверт на рабочем столе. Из помещения запрещено
выносить какие бы то ни было листы бумаги. Если вы
закончите решение задач до последнего звукового сигнала,
поднимите флаг.
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Çàäà÷à T1. Ðèñóíêè ïðåæäå âñåãî (13 áàëëîâ)

×àñòü A. Áàëëèñòèêà (4.5 áàëëîâ)

Мячик, брошенный с начальной скоростью v0, движется в од-
нородном гравитационном поле в плоскости x− z, где ось x го-
ризонтальна, а z — вертикальна и антипараллельна ускорению
свободного падения g ; сопротивлением воздуха пренебречь.

i. (0.8 б.) Меняя угол броска мячика, брошенного с началь-
ной скоростью v0 , можно поразить цели в области, заданной
уравнением

z ≤ z0 − kx2;

этот факт можно принять без доказательства. Определите по-
стоянные z0 и k.

ii. (1.2 б.) В этом пункте можно менять и угол, и
место броска (которое всё же остаётся на уровне
земли, z = 0). Необходимо поразить самую
верхнуюю точку сферического здания радиуса
R (см. рис.), бросив мячик с наименьшей воз-
можной начальной скоростью v0. До поражения цели отскоки
мячика от здания не допускаются. Нарисуйте (в соответству-
ющей графе на листе для ответов) качественно (т.е., учитывая
самые важные свойства решения, но не с абсолютной точно-
стью) оптимальную траекторию движения мячика. Примечание:
оценивается только рисунок.

iii. (2.5 б.) Чему равна наименьшая возможная начальная ско-
рость vmin, необходимая для того, чтобы поразить самую верх-
нюю точку сферического здания радиуса R ?

La G�eode, Parc de la Villette, Paris. Photo: katchooo/�ickr.com

×àñòü B. Ïîòîê âîçäóõà âáëèçè êðûëà (4 áàëëà) В этой части
задачи вам может пригодится следующая информация. Вдоль
линии тока жидкости или газа выполняется следующее условие:
p+ρgh+ 1

2ρv
2 = const., в предположении, что скорость течения

жидкости (или газа) намного меньше скорости звука. Здесь: ρ
— плотность жидкости (или газа), h — высота, g — ускорение
свободного падения и p — гидростатическое давление. Линии
тока определяются траекториями движения частиц жидкости
или газа (в предположении что поток стационарный). Слагаемое
1
2ρv

2 называется динамическим давлением.
На рисунке изображены поперечное сечение крыла самолёта
и линии тока воздуха вблизи крыла, в системе отсчёта, свя-
занной с крылом. Считайте, что (а) поток воздуха двухмерный
(т.е. векторы скорости частиц воздуха лежат в плоскости рисун-
ка); (б) картина распределия линий тока не зависит от скорости
самолёта; (в) ветра нет; (г) динамическое давление гораздо мень-

ше атмосферного p0 = 1.0 × 105 Па . Вы можете использовать
линейку, чтобы измерить необходимые величины используя ри-
сунок приведенный на листе ответов.

i. (0.8 б.) Считая, что скорость самолёта равна v0 = 100 м/с
относительно земли, определите, чему равна скорость воздуха
vP в точке P (см. рис.) относительно земли?
ii. (1.2 б.) В случае высокой относительной влажности при
достижении некоторой критической скорости vcrit за крылом
самолет образуются капли воды. Капли начинают появляться
в определённой точке Q. Обозначьте положение этой точки Q
на рисунке листа ответов. Поясните качественно (используя
формулы и минимальное количество текста), как вы определили
это положение.
iii. (2.0 б.) Оцените численное значение критической ско-
рости vcrit, используя следующие данные: относительная
влажность неподвижного воздуха равна r = 90% , при

температуре Ta = 293 K и давлении насыщенного пара

равном psa = 2.31 кПа . При температуре Tb = 294 K дав-

ление насыщенного пара равно psb = 2.46 кПа . Удель-
ная теплоёмкость воздуха при постоянном давлении

cp = 1.00 × 103 Дж/кг ·K . В зависимости от используемого
приближения вам может понадобиться и удельная теплоемкость

воздуха при постоянном объеме cV = 0.717 × 103 Дж/кг ·K .
Относительная влажность воздуха равна отношению давления
водяного пара к давлению насыщенного пара воды при данной
температуре. Давление насыщенного пара равно давлению пара,
находящегося в равновесии с жидкостью.� ñòðàíèöà 2 èç 5 �



×àñòü C. Ìàãíèòíûå ñîëîìèíêè (4.5 áàë-

ëîâ)

Рассмотрим цилиндрическую трубку из
сверхпроводящего материала. Длина трубки
равна l , а её внутренний радиус — r , при-
чём l � r. Центр трубки совпадает с началом
координат, а её ось — с осью z. В сечении
тубки при z = 0 и x2 + y2 < r2 существует
магнитный поток, равный Φ . Сверхпроводя-
щий материал выталкивает магнитное поле
(индукция поля внутри сверхпроводника рав-
но нулю).
i. (0.8 б.) На листе для ответов нарисуйте пять силовых линий
магнитного поля, проходящих через пять отмеченных точек (в

плоскости рисунка).

ii. (1.2 б.) Определите вертикальную (вдоль оси z) силу натя-
жения T материала трубки в ее центральной части (т.е. силу, с
которой две половины трубки, z > 0 и z < 0, взаимодействуют
друг с другом).

iii. (2.5 б.) Рассмотрите систему из двух
идентичных параллельных трубок. Магнит-
ный поле в трубках направлено в противо-
положные стороны. Центр второй трубки в
точке с коордитнатами y = l , x = z = 0

(таким образом, трубки образуют противопо-
ложные стороны квадрата). Определите силу магнитного взаи-
модействия F между ними.
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Çàäà÷à T2. Êàïåëüíèöà Êåëüâèíà (8 áàëëîâ)
Следующие факты о поверхностном натяжении
могут оказаться полезными. Для молекулы жид-
кости боллее энергетически выгодно находится
внутри жидкости чем на ее поверхности. Поэтому
существует так называемая энергия поверхност-
ного натяжения U = σS, где S — площадь по-
верхности границы раздела сред, а σ — коэффи-
циент поверхностного натяжения жидкости. Бо-
лее того, на границе раздела жидкости возникает сила F = σl,
направленная вдоль поверхности жидкости. l — длина границы
раздела жидкости.
Длинная металлическая трубка с внутренним диаметром d рас-
положена вертикально, а из отверстия на её конце медленно
капает вода, см. рис. Воду можно считать проводящей. Коэф-
фициент поверхностного натяжения воды равен σ , а плотность
— ρ . Здесь и далее считайте, что d� r, где r — радиус капли,
висящей непосредственно под трубкой. Радиус капли медленно
увеличивается вплоть до момента, когда капля отрывается от
трубки и начинает падать. Ускорение свободного падения равно
g .
×àñòü A. Îäíà òðóáêà (4 áàëëà)

i. (1.2 б.) Определите радиус rmax капли непосредственно пе-
ред её отрывом от трубки.
ii. (1.2 б.) Пусть электростатический потенциал трубки отно-
сительно бесконечно удалённой точки равен ϕ . Определите
заряд Q капли в момент, когда её радиус равен r .
iii. (1.6 б.) В этом пункте полагайте, что r остаётся посто-
янным, а потенциал ϕ медленно увеличивается. Если давление
внутри капли станет меньше, чем атмосферное капля становится
нестабильной и распадется на мелкие капли. Найдите потенциал
трубки ϕmax, при котором это случится.

Первая упавшая капля несет очень малый заряд, что приводит
к дисбалансу между частями системы и зарядке конденсатора.
×àñòü B. Äâå òðóáêè (4 áàëëà)

Аппарат под названием “капельница Кельвина” состоит из
двух трубок (идентичных трубке из части А), соединённых Т-
образной трубкой с контейнером с водой, см. рис. Концы обеих
трубок находятся в центре двух цилиндрических электродов (вы-
сотой L и диаметром D, L � D � r); из обеих трубок капает
вода со скоростью n капель в единицу времени. Капли падают
с высоты H в две проводящие чаши прямо под трубками, соеди-
нённые с электродами так, как показано на рисунке. Электроды
соединены через конденсатор ёмкостью C . Считайте заряды
на чашах и электродах малыми. Контейнер с водой заземлен.
i. (1.2 б.) Определите абсолютное
значение заряда Q0 капель, отрыва-
ющихся от трубок, в момент, когда
заряд конденсатора равен q . Выра-
зите заряд через rmax (найденный в
части A-i). Пренебрегайте эффектом,
описанным в части A-iii.
ii. (1.5 б.) Определите зависимость
величины заряда q от времени t ,
представив её как непрерывную функ-
цию от времени q(t) и приняв, что q(0) = q0 .
iii. (1.3 б.) Заряд конденсатора капельницы может прекратить-
ся не только вследствие эффекта описанныого в части A-iii.
Существует предел Umax для допустимого напряжения между
электродами, обусловленный электростатическим отталкивани-
ем капли и чаши под ней. Определите Umax.
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Çàäà÷à T3. Îáðàçîâàíèå ïðîòîçâåçäû (9 áàë-
ëîâ)

Рассмотрите следующую модель формирования звезды. Сфе-
рическое облако разреженного межзвёздного газа, находяще-
гося в состоянии покоя, начинает сжиматься гравитационными
силами.Начальный радиус облака равен r0 , масса — m . На-
чальная температура газа, а также температура окружающей
среды (гораздо более разреженной, чем газ), равна T0 . Средняя
молярная масса газа равна µ , а показатель адиабаты γ > 4

3 .

Считайте, что Gmµ
r0

� RT0, где R — универсальная газовая

постоянная, а G — гравитационная постоянная.

i. (0.8 б.) На начальном этапе сжатия газ настолько прозра-
чен, что всё выделяющееся в нём тепло немедленно теряется
благодаря излучению, т.е. газ остаётся в термодинамическом
равновесии с окружающей средой. Во сколько раз (n) увели-
чится давление газа в облаке, если его радиус уменьшится в
два раза ( r1 = 0.5r0 )? Считайте, что газ в облаке распределен
однородно, т.е. его плотность во всех точках одинакова.

ii. (1 б.) Оцените (приблизительно) время t2, за которое ра-
диус облака уменьшится от r0 до r2 = 0.95r0 . Пренебрегайте

изменением величины гравитационного поля в процессе сжатия.
iii. (2.5 б.) Предполагая, что давление газа в облаке остаётся
пренебрежимо малым и используя закон Кеплера для эллип-
тических орбит, найдите время tr→0, за которое радиус облака
изменится от r0 до практически нулевого значения.
iv. (1.7 б.) При определённом значении радиуса r3 � r0 газ
станет достаточно плотным и непрозрачным для теплового излу-
чения. Определите количество теплоты Q, излучённое газом в
процеесе сжатия от r0 до r3.
v. (1 б.) Определите, как температура T облака зависит от его
радиуса при r < r3 (когда тепловым излучением можно прене-
бречь).
vi. (2 б.) При дальнейшем сжатии облака давлением газа пре-
небрегать нельзя. При некотором радиусе r = r4 (где r4 � r3 )
сжатие прекратится. Считайте, что тепловым излучением все
ещё можно пренебречь, а температура газа недостаточно высока
для протекания термоядерных реакций. Давление в такой прото-
звезде больше не одинаково, однако грубые оценки с неточными
численными коэффициентами все ещё могут быть проведены.
Оцените конечный радиус r4 и соответствующую ему темпера-
туру газа в облаке T4.
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The 43rd International Physics Olympiad — Theoretical Competition

Tartu, Estonia — Tuesday, July 17th 2012

• The examination lasts for 5 hours. There are 3 problems

worth in total 30 points. Please note that the point

values of the three theoretical problems are not

equal.

• You must not open the envelope with the prob-

lems before the sound signal of the beginning of

competition (three short signals).

• You are not allowed to leave your working place

without permission. If you need any assistance

(broken calculator, need to visit a restroom, etc), please

raise the corresponding flag (“help” or “toilet” with a

long handle at your seat) above your seat box walls and

keep it raised until an organizer arrives.

• Your answers must be expressed in terms of those

quantities, which are highlighted in the problem text,

and can contain also fundamental constants, if needed.

So, if it is written that “the box height is a and the

width — b” then a can be used in the answer, and b

cannot be used (unless it is highlighted somewhere else,

see below). Those quantities which are highlighted in

the text of a subquestion can be used only in the answer

to that subquestion; the quantities which are highlighted

in the introductory text of the Problem (or a Part of a

Problem), i.e. outside the scope of any subquestion, can

be used for all the answers of that Problem (or of that

Problem Part).

• Use only the front side of the sheets of paper.

• For each problem, there are dedicated Solution Sheets

(see header for the number and pictogramme). Write

your solutions onto the appropriate Solution Sheets. For

each Problem, the Solution Sheets are numbered; use

the sheets according to the enumeration. Always mark

which Problem Part and Question you are deal-

ing with. Copy the final answers into the appropriate

boxes of the Answer Sheets. There are also Draft pa-

pers; use these for writing things which you don’t want

to be graded. If you have written something what you

don’t want to be graded onto the Solution Sheets (such

as initial and incorrect solutions), cross these out.

• If you need more paper for a certain problem, please raise

the flag “help” and tell an organizer the problem num-

ber; you are given two Solution sheets (you can do this

more than once).

• You should use as little text as possible: try to ex-

plain your solution mainly with equations, numbers, sym-

bols and diagrams. When textual explanation is un-

avoidable, you are encouraged to provide English

translation alongside with the text in your native

language (if you mistranslate, or don’t translate

at all, your native language text will be used dur-

ing the Moderation).

• The first single sound signal tells you that there are 30

min of solving time left; the second double sound signal

means that 5 min is left; the third triple sound signal

marks the end of solving time. After the third sound

signal you must stop writing immediately. Put all

the papers into the envelope at your desk. You are not

allowed to take any sheet of paper out of the room.

If you have finished solving before the final sound signal,

please raise your flag.
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Problem T1. Focus on sketches (13 points)

Part A. Ballistics (4.5 points)

A ball thrown with an initial speed v0 moves in a homogeneous

gravitational field in x−z plane, where the x-axis is horizontal,

and z — vertical, antiparallel to the free fall acceleration g ;

neglect the air drag.

i. (0.8 pts) By adjusting the launching angle for a ball thrown

with a fixed initial speed v0 from the origin, targets can be

hit within the region given by

z ≤ z0 − kx2;

you can use this fact without proving it. Find the constants z0

and k.

ii. (1.2 pts) Now, the launching point can be

freely selected on the ground level z = 0, and

the launching angle can be adjusted as needed;

the aim is to hit the topmost point of a spherical

building of radius R (see fig.) with as small as

possible initial speed v0 (prior hitting the target, bouncing off

the roof is not allowed). Sketch qualitatively the shape of the

optimal trajectory of the ball (use the designated box on the

answer sheet). Note: the points are given only for the sketch.

iii. (2.5 pts) What is the minimal launching speed vmin needed

to hit the topmost point of a spherical building of radius R ?

La Géode, Parc de la Villette, Paris. Photo: katchooo/flickr.com Part

B. Air flow around a wing (4 points)

For this Problem Part, the following information may be

useful. For a flow of liquid or gas in a tube, along a stream-

line p + ρgh + 1

2
ρv2 = const., assuming that the velocity v

is much smaller than the sound speed. Here ρ is the density,

h — height, g — free fall acceleration, and p — hydrostatic

pressure. Streamlines are defined as the trajectories of fluid

particles (assuming that the flow pattern is stationary). Note

that the term 1

2
ρv2 is called the dynamic pressure.

In the fig. below, a cross-section of an aircraft wing is de-

picted together with streamlines of the air flow around the

wing, as seen in the wing’s reference frame. Assume that

(a) the air flow is purely two-dimensional (i.e. that the velo-

city vectors of air lie in the figure plane); (b) the streamline

pattern is independent of the aircraft speed; (c) there is no

wind; (d) the dynamic pressure is much smaller than the at-

mospheric pressure p0 = 1.0 × 105 Pa . You can use a ruler to

take measurements from the fig. on the answer sheet .

i. (0.8 pts) If the aircraft’s ground speed is v0 = 100 m/s,

what is the speed of the air vP at the point P (marked in fig.)

with respect to the ground?

ii. (1.2 pts) In the case of high relative humidity, as the ground

speed of the aircraft increases over a critical value vcrit, a stream

of water droplets is created behind the wing. The droplets

emerge at a certain point Q. Mark the point Q in fig. on the

answer sheet. Explain qualitatively (using formulae and as few

text as possible) how you determined its position.

iii. (2.0 pts) Estimate the critical speed vcrit using the follow-

ing data: relative humidity of the air is r = 90% , specific heat

of air at constant pressure cp = 1.00 × 103 J/kg · K , pressure

of saturated water vapour: psa = 2.31 kPa at the temperat-

ure of the unperturbed air Ta = 293 K and psb = 2.46 kPa

at Tb = 294 K . Depending on your approximations you

may also need the specific heat of air at constant volume

cV = 0.717 × 103 J/kg · K . Note that the relative humidity is

defined as the ratio of the vapor pressure to the saturated vapor

pressure at the given temperature. Saturated vapor pressure is

defined as the vapor pressure by which vapor is in equilibrium

with the liquid.
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Part C. Magnetic straws (4.5 points)

Consider a cylindrical tube made of a super-

conducting material. The length of the tube

is l and the inner radius is r ; always l ≫ r.

The centre of the tube coincides with the

origin, and its axis coincides with the z-

axis. There is a magnetic flux Φ through

the central cross-section of the tube, z = 0,

x2 + y2 < r2.

Superconductor is a material which expels any magnetic

field (field is zero inside it).

i. (0.8 pts) Sketch five such magnetic field lines onto the des-

ignated box of the answer sheet which pass through the five

red dots marked on the axial cross-section of the tube.

ii. (1.2 pts) Find the z-directional tension force T in the

middle of the tube (i.e. the force by which two halves of the

tube, z > 0 and z < 0, interact with each other).

iii. (2.5 pts) Now there is another tube,

identical and parallel to the first one. The

second tube has opposite direction of the

magnetic field, and its centre is placed at

y = l , x = z = 0 (so that the tubes form

opposite sides of a square). Determine the

magnetic interaction force F between the two tubes.
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Problem T2. Kelvin water dropper (8 points)

The following facts about the surface tension may turn out

to be useful for this problem. For the molecules of a liquid, the

positions at the liquid-air interface are less favourable as com-

pared with the positions in the bulk of the liquid. Therefore,

this interface is ascribed the so-called surface energy U = σS,

where S is the surface area of the interface and σ — the surface

tension coefficient of the liquid. Further, two fragments of the

liquid surface pull each other with a force F = σl, where l is

the length of a straight line separating the fragments.

A long metallic pipe with internal diameter d

is pointing directly downwards; water is slowly

dripping from a nozzle at its lower end, see fig.

Water can be considered to be electrically con-

ducting; its surface tension is σ and density —

ρ . Always assume that d ≪ r. Here, r is the

radius of the droplet hanging below the nozzle,

which grows slowly in time until the droplet sep-

arates from the nozzle due to the free fall acceleration g .

Part A. Single pipe (4 points)

i. (1.2 pts) Find the radius rmax of a drop just before it sep-

arates from the nozzle.

ii. (1.2 pts) Relative to the far-away surroundings, the pipe’s

electrostatic potential is ϕ . Find the charge Q of a drop when

its radius is r .

iii. (1.6 pts) For this question, assume that r is kept constant

and ϕ is slowly increased. The droplet becomes unstable and

breaks into pieces if the hydrostatic pressure inside the droplet

becomes smaller than the atmospheric one. Find the critical

voltage ϕmax at which this will happen.

The first droplet to fall will have microscopic charge, which

will cause an imbalance between the two sides and a small

charge separation across the capacitor.

Part B. Two pipes (4 points)

An apparatus called “Kelvin water dropper” consists of two

pipes (identical to the one described in Part A), connected

via a T-junction, see fig. The ends of both pipes are at the

centres of two cylindrical electrodes (with height L and dia-

meter D, L ≫ D ≫ r); for both tubes, the dripping rate is n

droplets per unit time. Droplets fall from height H into con-

ductive bowls underneath the nozzles, cross-connected to the

electrodes as shown in Fig; the electrodes are connected via a

capacitance C . There is no net charge on the system of bowls

and electrodes. Note that the water container is gounded.

i. (1.2 pts) Express the modulus

of the charge Q0 of the drops separ-

ating at the instant when the capa-

citor’s charge is q in terms of rmax

(from Part A-i). Neglect the effect

described in Part A-iii.

ii. (1.5 pts) Find the dependence

of q on time t by approximating it

with a continuous function q(t) and

assuming that q(0) = q0 .

iii. (1.3 pts) The dropper’s functioning can be hindered by

the effect shown in Part A-iii. Additionally, a limit Umax to

the achievable voltage between the electrodes is set by the

electrostatic push between a droplet and the bowl beneath it;

find Umax.
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Problem T3. Protostar formation (9 points)

Let us model the formation of a star as follows. A spherical

cloud of sparse interstellar gas, initially at rest, starts to col-

lapse due to its own gravity. The initial radius of the ball is

r0 and the mass — m . The temperature of the surroundings

(much sparser than the gas) and the initial temperature of the

gas is uniformly T0 . The gas may be assumed to be ideal.

The average molar mass of the gas is µ and its adiabatic in-

dex is γ > 4

3
. Assume that Gmµ

r0

≫ RT0, where R is the gas

constant and G — the gravity constant.

i. (0.8 pts) During much of the collapse, the gas is so trans-

parent that any heat generated is immediately radiated away,

i.e. the ball stays in a thermodynamic equilibrium with its sur-

roundings. How many times (n) does the pressure increase

while the radius is halved ( r1 = 0.5r0 )? Assume that the gas

density stays uniform.

ii. (1 pt) Estimate the time t2 needed for the radius to shrink

from r0 to r2 = 0.95r0 . Neglect the change of the gravity field

at the position of a falling gas particle.

iii. (2.5 pts) Assuming that the pressure stays negligible, find

the time tr→0 needed for the ball to collapse from r0 down to

a much smaller radius using Kepler’s Laws for elliptical orbits.

iv. (1.7 pts) At some radius r3 ≪ r0, the gas becomes dense

enough to be opaque to the heat radiation. Calculate the

amount of heat Q radiated away during the collapse from the

radius r0 down to r3.

v. (1 pt) For radii smaller than r3 you may neglect heat ra-

diation. Determine how the temperature T of the ball depends

on its radius r < r3.

vi. (2 pts) Eventually we cannot neglect the effect of the pres-

sure on the dynamics of the gas and the collapse stops at

r = r4 (with r4 ≪ r3 ). However, the radiation can still be

neglected and the temperature is not yet high enough to ignite

nuclear fusion. The pressure of such a protostar is not uniform

anymore, but rough estimates with inaccurate numerical pre-

factors can still be done. Estimate the final radius r4 and the

respective temperature T4.
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