
Математика пәнi бойынша 2021 жылғы Республикалық
олимпиаданың қорытынды кезеңi

Жұмыс уақыты: 4 сағат
Әр есеп 7 ұпайға бағаланады
Калькуляторды қолдануға тыйым салынады

11 сынып, 2 күн

4. Сүйiрбұрышты 𝐴𝐵𝐶 үшбұрышы Ω шеңберiне iштей сызылған. Осы үшбұрыштың
𝐴𝐷,𝐵𝐸 және 𝐶𝐹 биiктiктерi жүргiзiлген. 𝐴𝐷 түзуi Ω–ны екiншi рет 𝑃 нүктесiнде, ал
𝑃𝐹 және 𝑃𝐸 түзулерi Ω–ны екiншi рет сәйкесiнше 𝑅 және 𝑄 нүктелерiнде қияды. 𝑂1

және 𝑂2 нүктелерi сәйкесiнше 𝐵𝐹𝑅 және 𝐶𝐸𝑄 үшбұрыштарына сырттай сызылған шең-
берлердiң центрлерi болсын. 𝑂1𝑂2 түзуi 𝐸𝐹 кесiндiсiнiң ортасынан өтетiнiн дәлелдеңiз.

5. 𝑎 — натурал сан болсын. 𝑥(𝑦2 − 2𝑥2) + 𝑥 + 𝑦 + 𝑎 = 0 теңдеуiнiң кез келген бүтiн (𝑥, 𝑦)
шешiмi үшiн |𝑥| ≤ 𝑎+

√
2𝑎2 + 2 теңсiздiгi орындалатынын дәлелдеңiз.

6. Коэффициенттерi нақты сандар болатын 𝑃 (𝑥) көпмүшесi мен натурал 𝑛 саны берiлген.
Кез келген натурал 𝑚 саны үшiн, 𝑃 (𝑙) = 𝑚𝑛 болатындай бүтiн 𝑙 санының табылатыны
белгiлi. Барлық нақты 𝑥 саны үшiн 𝑃 (𝑥) = (𝑎𝑥+ 𝑏)𝑘 теңдiгi орындалатындай нақты 𝑎, 𝑏
және натурал 𝑘 сандарының табылатынын дәлелдеңiз.

Заключительный этап Республиканской олимпиады
школьников по математике 2021 года

Время работы: 4 часа
Каждая задача оценивается в 7 баллов
Использование калькуляторов запрещено

11 класс, 2 день

4. Остроугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶 вписан в окружность Ω. В этом треугольнике про-
ведены высоты 𝐴𝐷,𝐵𝐸 и 𝐶𝐹 . Прямая 𝐴𝐷 пересекает Ω вторично в точке 𝑃, а прямые
𝑃𝐹 и 𝑃𝐸 пересекают Ω вторично в точках 𝑅 и 𝑄 соответственно. Пусть 𝑂1 и 𝑂2 — цен-
тры описанных окружностей треугольников 𝐵𝐹𝑅 и 𝐶𝐸𝑄 соответственно. Докажите, что
прямая 𝑂1𝑂2 делит отрезок 𝐸𝐹 пополам.

5. Пусть 𝑎 — натуральное число. Докажите, что для любого решения (𝑥, 𝑦) уравнения

𝑥(𝑦2 − 2𝑥2) + 𝑥+ 𝑦 + 𝑎 = 0

в целых числах выполняется неравенство: |𝑥| ≤ 𝑎+
√
2𝑎2 + 2.

6. Дан многочлен 𝑃 (𝑥) с действительными коэффициентами и натуральное число 𝑛.
Известно, что для любого натурального 𝑚 существует целое число 𝑙 такое, что 𝑃 (𝑙) = 𝑚𝑛.
Докажите, что существуют действительные числа 𝑎, 𝑏 и натуральное число 𝑘 такие, что
𝑃 (𝑥) = (𝑎𝑥+ 𝑏)𝑘 при всех действительных 𝑥.
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