
Математика пәнi бойынша 2021 жылғы Республикалық
олимпиаданың қорытынды кезеңi

Жұмыс уақыты: 4 сағат
Әр есеп 7 ұпайға бағаланады
Калькуляторды қолдануға тыйым салынады

11 сынып, 1 күн

1. Энциклопедияның жүз томы 1-ден 100-ге дейiн номiрленген. Олар сөреде рет сақтаусыз
қойылып тұр. Бiр операцияда кез келген үш томды алып, оларды өз орындарында кез
келген ретпен қоюға болады (яғни, егер осы томдар 𝑎, 𝑏, 𝑐 орындарында тұрса, онда бұл
операциядан кейiн осы томдар 𝑎, 𝑏, 𝑐 орындарында қалады, бiрақ, мүмкiн, басқа ретпен).
𝑚–нiң ең кiшi қандай мәнiнде, алғашында томдар қалай орналасқанына қарамастан, 𝑚
операциямен осы томдарды рет сақталатындай орналастыруға болады деп пайымдауға
болады? (Егер 1-шi том 1-орында, 2-шi том 2-шi орында, ..., 100-шi том 100-шi орында
болса, онда томдар рет сақталуымен тұр деп есептеймiз.)

2.
[︁√

𝑎2𝑛+
√
𝑏2𝑛+ 1

]︁
=

[︁√︀
(𝑎+ 𝑏)2𝑛+ 3

]︁
теңдiгi кез келген натурал 𝑛 саны үшiн орында-

латындай, шексiз көп натурал (𝑎, 𝑏) (𝑎 ̸= 𝑏) жұптарының табылатынын дәлелдеңiз. (Бұл
жерде [𝑥]— ол 𝑥 санының бүтiн бөлiгi, яғни 𝑥 санынан аспайтын ең үлкен бүтiн сан.)

3. 𝐴𝐵𝐶 үшбұрышының iшiнен max(∠𝑀𝐴𝐵,∠𝑀𝐵𝐶,∠𝑀𝐶𝐴) = ∠𝑀𝐶𝐴 болатындай 𝑀
нүктесi алынған. sin∠𝑀𝐴𝐵 + sin∠𝑀𝐵𝐶 ≤ 1 екенiн дәлелдеңiз.

Заключительный этап Республиканской олимпиады
школьников по математике 2021 года

Время работы: 4 часа
Каждая задача оценивается в 7 баллов
Использование калькуляторов запрещено

11 класс, 1 день

1. На полке стоят в беспорядке 100 томов энциклопедии, занумерованных всеми натураль-
ными числами от 1 до 100. За одну операцию можно взять и любым способом переставить
на своих местах любые три тома (т.е. если эти тома стояли в местах 𝑎, 𝑏, 𝑐, то после этой
операции эти тома также будут стоять в местах 𝑎, 𝑏, 𝑐, но возможно в другом порядке).
При каком наименьшем 𝑚 можно утверждать, что 𝑚 такими операциями удастся расста-
вить все тома по порядку, как бы они ни были расставлены первоначально? (Тома стоят
по порядку, если 1-й том стоит на 1-м месте, 2-й том на 2-м, ..., 100-й том на 100-м месте.)

2. Докажите, что существует бесконечно много пар (𝑎, 𝑏) натуральных чисел таких, что
𝑎 ̸= 𝑏 и для любого натурального 𝑛 выполняется равенство[︁√

𝑎2𝑛+
√
𝑏2𝑛+ 1

]︁
=

[︁√︀
(𝑎+ 𝑏)2𝑛+ 3

]︁
.

(Здесь [𝑥] — целая часть числа 𝑥, то есть наибольшее целое число, не превосходящее 𝑥.)

3. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 взята такая точка 𝑀 , что max(∠𝑀𝐴𝐵,∠𝑀𝐵𝐶,∠𝑀𝐶𝐴) =
= ∠𝑀𝐶𝐴. Докажите, что sin∠𝑀𝐴𝐵 + sin∠𝑀𝐵𝐶 ≤ 1.
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