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Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ

Ìëàäøàÿ ëèãà

1. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðóïïå èç 2022 ëþäåé ñóùåñòâóåò äâà ÷åëîâåêà, ó êîòîðûõ
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî äðóçåé â ýòîé ãðóïïå.

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Òîãäà ó êàæäîãî áóäåò ðàçíîå
êîëè÷åñòâî äðóçåé. Òàê êàê ìîæíî èìåòü ìàêñèìóì 2021 äðóçåé, ó ëþäåé ýòîé
ãðóïïû îò 0 äî 2021 äðóçåé. Íî åñëè ó êîãî-òî áóäåò 0 äðóçåé, òî íå ìîæåò
áûòü ÷åëîâåêà, ó êîòîðîãî èõ 2021 � îí äîëæåí äðóæèòü ñî âñåìè. È íàîáîðîò.
Ïîýòîìó âñåãî ìàêñèìóì 2021 âàðèàíòîâ êîëè÷åñòâà äðóçåé (îò 1 äî 2021 èëè
îò 0 äî 2020). Ïî ïðèíöèïó äèðèõëå, íàéäåòñÿ äâà ÷åëîâåêà ñ îäèíàêîâûì
êîëè÷åñòâîì äðóçåé.

Ñõåìà îöåíèâàíèÿ.

� Îáúÿñíåíèå íåâîçìîæíîñòè ñîñóùåñòâîâàíèÿ ëþäåé ñ 0 è 2021 äðóçüÿìè �
3 áàëëà.

2. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:

√
ab+ bc+

√
bc+ ca+

√
ac+ ab ≤

√
2(a+ b+ c).

Ðåøåíèå 1. Ïîäåëèì ëåâóþ ÷àñòü íà
√
2. Ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèìè,

√
a(b+ c)

2
=

√
a · (b+ c)

2
≤

a+ (b+c)
2

2

äëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ. Ïðîñóììèðîâàâ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ðåøåíèå 2. Îáîçíà÷èì çà LHS è RHS ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà,
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà,

LHS2 = 2(ab+ bc+ ca) + 2
∑
cyc

√
(ab+ bc)(bc+ ca) ≤

≤ 2(ab+ bc+ ca) + 2
∑
cyc

(ab+ bc) + (bc+ ca)

2
=

= 6(ab+ bc+ ca) ≤ 2(a+ b+ c)2 = RHS2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ðåøåíèå 3. Ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàä-
ðàòè÷åñêèì èìååì, ÷òî

LHS

3
=

∑
cyc

√
ab+ bc

3
≤

√∑
cyc(ab+ bc)

3
=

√
2

3
·
√
ab+ bc+ ca.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî√
2

3
·
√
ab+ bc+ ca ≤ RHS

3
=

√
2

3
· (a+ b+ c) ⇐⇒

⇐⇒ 3(ab+ bc+ ca) ≤ (a+ b+ c)2,

÷òî âåðíî.

Ñõåìà îöåíèâàíèÿ.

� Âîçâåäåíèå íåðàâåíñòâà â êâàäðàò � 1 áàëë;

� Ïîëíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC I - öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Îêðóæíîñòü Ω ïðîõî-
äèò ÷åðåç òî÷êó B è êàñàåòñÿ ïðÿìîé AI â òî÷êå I. Ω ïåðåñåêàåò AB è BC

âòîðîé ðàç â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî, à ïðÿìàÿ QI ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå
R. Äîêàæèòå, ÷òî AR ·BQ = PI2.

Ðåøåíèå. Ïóñòü AI ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå D. Èñïîëüçóÿ óãîë ìåæäó êàñà-
òåëüíîé AD è õîðäàìè PI è QI ïîëó÷èì, ÷òî ∠PIA = ∠PBI = ∠QBI =
∠QID = ∠RIA. Òàêæå, ∠RAI = ∠PAI, ñëåäîâàòåëüíî, △RAI = △PAI ïî
äâóì óãëàì è îáùåé ñòîðîíå, îòêóäà PI = RI. BI � áèññåêòðèñà ∠PBQ, ïîýòî-
ìó â îêðóæíîñòè Ω õîðäû PI è QI ñòÿãèâàþò ðàâíûå äóãè, îòêóäà PI = QI.

Çàìåòèì, ÷òî ∠QIB = ∠BID−∠QID = ∠PAI +∠PBI −∠QID = ∠RAI, à
ó÷èòûâàÿ ∠RIA = ∠QBI ïîëó÷èì, ÷òî △RAI ∼ △QIB. Îòêóäà AR · BQ =
RI ·QI = PI2.
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Ñõåìà îöåíèâàíèÿ.

� ∠PIA = ∠RIA � 1 áàëë;

� △RAI = △PAI � 1 áàëë;

� PI = QI � 1 áàëë;

� ∠QIB = ∠RAI � 1 áàëë;

� AR ·BQ = RI ·QI � 1 áàëë.

4. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x, y âûïîëíÿåòñÿ:{
x4 + y4 = 1552

xy = 24

×åìó ðàâíî çíà÷åíèå |x+ y|?
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

(x2 + y2)2 = (x4 + y4) + 2(xy)2 = 1552 + 2 · 242 = 2704 = 522.

Çíà÷èò, x2+ y2 = 52 (ñóììà êâàäðàòîâ íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé). Òåïåðü
ïîëó÷àåì (x+y)2 = x2+y2+2xy = 52+2 ·24 = 100 = 102. Òî åñòü, |x+y| = 10.

Ñõåìà îöåíèâàíèÿ.

� Íàõîæäåíèå x2 + y2 = 52 � 3 áàëëà;

� (x+ y)2 = x2 + y2 + 2xy = x2 + y2 + 48 � 2 áàëëà.

5. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ p2 + 3q2 = 9r2 + 1, ãäå p, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà.

Îòâåò. (p, q, r) = (5, 2, 2).

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà p, q � íå÷åòíûå, òîãäà r íå÷åòíî, è ëåâàÿ
÷àñòü ñðàâíèìà ñ 0 ïî ìîäóëþ 4, à ïðàâàÿ ñ 2 ïî ìîäóëþ 4, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ñëåäîâàòåëüíî õîòÿ áû îäíî èç p è q ÷åòíî, ò. å. ðàâíÿåòñÿ 2. Ðàññìîòðèì 3
ñëó÷àÿ:

(a) p = q = 2. Î÷åâèäíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêèõ r;

(b) p = 2, q > 2. Ëåâàÿ ñòîðîíà óðàâíåíèÿ íå÷åòíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî è ïðà-
âàÿ äîëæíà áûòü íå÷åòíîé. Òîãäà r ÷åòíî è ïîýòîìó ðàâíÿåòñÿ 2. Çíà÷èò
ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî 4 + 3q2 = 37. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèõ q íå ñóùåñòâóåò;

(c) p > 2, q = 2. Ëåâàÿ ñòîðîíà óðàâíåíèÿ íå÷åòíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî è ïðà-
âàÿ äîëæíà áûòü íå÷åòíîé. Òîãäà r ÷åòíî è ïîýòîìó ðàâíÿåòñÿ 2. Çíà÷èò
ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî p2 + 12 = 37, p = 5.
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Çíà÷èò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (p, q, r) = (5, 2, 2).

Ñõåìà îöåíèâàíèÿ.

� Äîêàçàòåëüñòâî ÷åòíîñòè õîòÿ áû îäíîãî èç p è q � 4 áàëëà;

� Ðàçáîð ñëó÷àÿ � 1 áàëë.

6. Íàçîâåì íàáîð (a1, a2, a3, a4, a5) èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âîëøåáíûì, åñëè ñóììà
îáðàòíûõ èì ÷èñåë ðàâåí 1, ò. å.

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
+

1

a5
= 1.

Ïóñòü N � êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ âîëøåáíûõ íàáîðîâ. Íàéäèòå ÷åòíîñòü
N . (Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð � ýòî íàáîð, â êîòîðîì ïîðÿäîê ÷èñåë âàæåí. Íà-
ïðèìåð, íàáîðû (1,2,3) è (1,3,2) ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, åñëè îíè óïîðÿäî-
÷åííûå, è îäèíàêîâûìè, åñëè íåóïîðÿäî÷åííûå.)

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì a1, a2, a3, a4, a5 íà m ãðóïï òàê, ÷òî ai, aj ïðèíàäëåæàò
îäíîé ãðóïïå òîëüêî åñëè ai = aj, ãäå 1 ≤ i ̸= j ≤ 5. Ïóñòü ki � ýòî êîëè÷å-
ñòâî ÷èñåë â ãðóïïå i. Òîãäà êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ âîëøåáíûõ íàáîðîâ
â êîòîðûõ a1, a2, a3, a4, a5 ðàçäåëÿþòñÿ íà m ãðóïï (k1, . . . , km) áóäåì îáîçíà-
÷àòü êàê N(k1, ...km) . Íàïðèìåð, íàáîð (4, 4, 4, 8, 8) áóäåò òîëüêî ó÷èòûâàòüñÿ
â N(2, 3) = N(3, 2). Òîãäà,

N = N(1, 1, 1, 1, 1) +N(1, 1, 1, 2) +N(1, 2, 2) +

+N(4, 1) +N(3, 2) +N(5) +N(1, 1, 3).

Òàêæå, çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó íåóïîðÿäî÷åííîìó âîëøåáíîìó íàáîðó ñîîòâåò-
ñòâóåò

(
5

k1,...,km

)
óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ, ñëåäîâàòåëüíî

=⇒
(

5

k1, . . . , km

)
| N(k1, . . . , km) (∗)

Âûõîäèò ÷òî, N(1, 1, 1, 1, 1), N(1, 1, 1, 2), N(1, 2, 2), N(3, 2), N(1, 1, 3) êðàòíî
äâóì, à çíà÷èò

N ≡ N(4, 1) +N(5) (mod 2) (∗∗)

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü N(4, 1), N(5):

N(5) � êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ âîëøåáíûõ íàáîðîâ (a1, a2, a3, a4, a5), ãäå
âñå ÷èñëà ðàâíû. Îáîçíà÷èì èõ êàê a. Òîãäà,

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
+

1

a5
=

5

a
= 1 =⇒ a = 5.
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Èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî N(5) = 1, ò. å. N(5) ñîäåðæèò òîëüêî îäèí óïîðÿäî÷åí-
íûé, âîëøåáíûé íàáîð (5, 5, 5, 5, 5).

N(4, 1) � êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ âîëøåáíûõ íàáîðîâ (a1, a2, a3, a4, a5), ãäå
òîëüêî îäíî ÷èñëî îòëè÷àåòñÿ ïî çíà÷åíèþ îò äðóãèõ. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî
êàê b, îñòàëüíûå êàê a. Òîãäà

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
+

1

a5
=

4

a
+

1

b
= 1 =⇒ 4b+ a = ab.

Ðàññìîòðåâ îáå ñòîðîíû ïî ìîäóëþ b, ïîëó÷àåì, ÷òî a êðàòíî b. Ïóñòü, a = bm.
Òîãäà, 4b + a = ab ⇐⇒ 4b + bm = b2m =⇒ 4 +m = bm =⇒ m | 4. Òàêèì
îáðàçîì, m ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ 1, 2, 4. Ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè:

(a) m = 1 =⇒ a = b. Ïðîòèâîðå÷èå;

(b) m = 2 =⇒
{
a = bm

4b+ a = ab
=⇒

{
a = 2b

4b+ 2b = 2b2
=⇒ (a, b) = (6, 3);

(c) m = 4 =⇒
{
a = bm

4b+ a = ab
=⇒

{
a = 4b

4b+ 4b = 4b2
=⇒ (a, b) = (8, 2).

Ïîëó÷àåòñÿ, N(4, 1) ñîäåðæèò äâà óïîðÿäî÷åííûõ âîëøåáíûõ íàáîðîâ
(6, 6, 6, 6, 3), (8, 8, 8, 8, 2), ò. å. N(4, 1) = 2.

Òàêèì îáðàçîì,N ≡ N(4, 1)+N(5) ≡ 1 (mod 2). Ñëåäîâàòåëüíî,N � íå÷åòíîå
÷èñëî.

Ñõåìà îöåíèâàíèÿ.

� Äîêàçàòåëüñòâî (∗) � 3 áàëëà;

� Äîêàçàòåëüñòâî (∗∗) � 1 áàëë;

� Íàõîæäåíèå ÷åòíîñòè N(5) � 1 áàëë;

� Íàõîæäåíèå ÷åòíîñòè N(4, 1) � 2 áàëëà.

Ñòàðøàÿ ëèãà

1. Íà âå÷åðèíêå áûëî 4 ïàðû áëèçíåöîâ. Íåêîòîðûå ëþäè ïîæàëè äðóã-äðóãó
ðóêè, íî íèêòî, êîíå÷íî, íå æàë ðóêó ñâîåìó áëèçíåöó. Ê êîíöó âå÷åðèíêè
îðãàíèçàòîð ñïðîñèë ó îñòàëüíûõ ñêîëüêî ðàç îíè ïîæàëè ðóêè è ïîëó÷èë 7
ðàçíûõ îòâåòîâ. Ñêîëüêî ðàç ïîæàë ðóêè áëèçíåö îðãàíèçàòîðà?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå êîë-âî ðóêîïîæàòèé � 6. Òàê êàê îð-
ãàíèçàòîð ïîëó÷èë 7 ðàçíûõ îòâåòîâ, òî îñòàëüíûå æàëè ðóêè îò 0 äî 6 ðàç.
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Ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà, êîòîðûé æàë ðóêè 6 ðàç. Îí ïîæàë âñåì, êðîìå ñâîåãî
áëèçíåöà, çíà÷èò îíè õîòÿ áû îäèí ðàç ïîæàëè ðóêè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷åëîâåê,
ïîæàâøèé ðóêè 0 ðàç � ýòî áëèçíåö òîãî, êòî ïîæàë 6 ðàç.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà, êîòîðûé ïîæàë ðóêè 5 ðàç. Ðóêîïîæàòèÿ áûëè
ñî âñåìè, êðîìå ÷åëîâåêà ñ 0 ðóêîïîæàòèÿìè. Òîãäà ó ýòèõ ëþäåé áóäåò ïî
2 ðóêîïîæàòèÿ (ñ ÷åëîâåêîì ñ 6 è 5 ðóêîïîæàòèÿìè). Îòñþäà, ÷åëîâåê ñ 1
ðóêîïîæàòèåì áóäåò áëèçíåöîì òîãî, êòî ïîæàë 5 ðàç.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà, êîòîðûé ïîæàë ðóêè 4 ðàçà. Àíàëîãè÷íî ñ ïðåäû-
äóùèì ïóíêòîì, åãî áëèçíåö ïîæàë ðóêè 2 ðàçà.

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ÷åòâåðòàÿ ïàðà áëèçíåöîâ ïîæàëè ðóêè ïî 3 ðàçà. Òàê
êàê îðãàíèçàòîð ïîëó÷èë ðàçíûå îòâåòû, îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íèõ, à çíà÷èò
áëèçíåö îðãàíèçàòîðà ïîæàë ðóêè 3 ðàçà.

Ñõåìà îöåíèâàíèÿ.

� Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ëþäè, ïîæàâøèå ðóêè 0 è 6 ðàç, ÿâëÿþòñÿ áëèç-
íåöàìè � 2 áàëëà;

� Íàõîæäåíèå êîëè÷åñòâà ðóêîïîæàòèé îñòàëüíûõ � 3 áàëëà.

2. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà p òàêèå ÷òî: (x+ y)13−x13− y13 äåëèëèñü íà p äëÿ
ëþáûõ íàòóðàëüíûõ x, y.

Îòâåò. p = 2, 3, 5, 7, 13.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì x = 1, y = 1:

213 − 2 = 8190 = 2 · 32 · 5 · 7 · 13.

Òî åñòü, p ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî 2, 3, 5, 7, 13. Äîêàæåì, ÷òî âñå ýòè çíà÷åíèÿ
ïîäõîäÿò. Î÷åâèäíî, p = 2 ïîäõîäèò èç-çà ÷åòíîñòè.

Òåïåðü íóæíî ïîíÿòü, ÷òî x13 ≡ x äëÿ âñåõ çíà÷åíèé. Åñëè x ≡ 0 (mod p),
óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ.

Òåïåðü ïóñòü (x, p) = 1. Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà xp−1 ≡ 1 (mod p). Ïîëó÷àåì

x12 ≡ (x2)6 ≡ (x4)3 ≡ (x6)2 ≡ 1 (mod n) ∀n ∈ {3, 5, 7, 13}.

Óìíîæàÿ îáå ñòîðîíû íà x, óáåæäàåìñÿ â âåðíîñòè óòâåðæäåíèÿ.

Òåïåðü ïîëó÷àåì

x13 + y13 − x− y ≡ x+ y − x− y ≡ 0 (mod p) ∀p ∈ {3, 5, 7, 13}.

Ñõåìà îöåíèâàíèÿ.
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� Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî p ðàâíî òîëüêî 2, 3, 5, 7, 13 � 2 áàëëà;

� Äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî îòâåòà � 1 áàëë.

3. Äèàãîíàëè AC è BD ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
E. O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABCD, O1 � öåíòð îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè △BEC, O2 � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè △AED. Äîêàæèòå, ÷òî
O1E = OO2.

Ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïóñòü AD áîëüøåå îñíîâàíèå òðàïåöèè.

Óòâåðæäåíèå 1. ABEO è CEOD âïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ABEO âïèñàí-
íûé.

∠AEB = ∠EAD + ∠EDA = 2∠ADB,

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó óãîë ∠AOB � öåíòðàëüíûé, ∠AOB = 2∠ADB.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∠AEB = ∠AOB, è ïîýòîìó ABEO � âïèñàííûé.

Óòâåðæäåíèå 2. △BO1O = △OO2A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∠BO1O = 2∠BCE = 2∠BCA = 2∠BDA = 2∠EDA = ∠OO2A. (1)

Èç âïèñàííîñòè ABEO èìååì, ÷òî ∠ABE = ∠AOO2. Ïðè ýòîì, ∠ABO =
∠AEO = ∠O1EB = ∠O1BE, à èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ∠ABE = ∠OBO1. Òîãäà

∠AOO2 = ∠OBO1. (2)

Èç (1) è (2) ïîëó÷àåì, ÷òî △BO1O ∼ △OO2A, à èç OB = OA âûõîäèò,
÷òî △BO1O = △OO2A.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ïîëó÷àåì

OO2 = BO1 = O1E.
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Ñõåìà îöåíèâàíèÿ.

� Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 � 3 áàëëà;

� Ïîëíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ.

4. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD âûáðàíû òî÷êè K,L,M,N íà ñòîðîíàõ AB, BC,
CD, AD òàê, ÷òî KN ∥ LM . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå KM , LN è AC ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ∠CML = ∠AKN . Òàê êàê ∠A = ∠C,
△CML ∼ △AKN ⇒ CL

CM = AN
AK .

Îáîçíà÷èì LN ∩ AC = T è KM ∩ AC = R. Â ñèëó △ATN ∼ △CTL è
△ARK ∼ △CRM , âûïîëíÿåòñÿ

CT

TA
=

CL

NA
=

CM

KA
=

CR

RA

Çíà÷èò, R è T äåëÿò îòðåçîê AC â îäèíàêîâîì ñîîòíîøåíèè, ïîýòîìó R = T ,
è AC, KM, LN ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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Ñõåìà îöåíèâàíèÿ.

� Äîêàçàòåëüñòâî CL
CM = AN

AK � 1 áàëë;

� Äîêàçàòåëüñòâî △ATN ∼ △CTL è △ARK ∼ △CRM � 2 áàëëà.

5. Íàçîâåì íàáîð (a1, a2, a3, a4, a5) èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âîëøåáíûì, åñëè ñóììà
îáðàòíûõ èì ÷èñåë ðàâåí 1, ò. å.

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
+

1

a5
= 1.

Ïóñòü N � êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ âîëøåáíûõ íàáîðîâ. Íàéäèòå ÷åòíîñòü
N . (Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð � ýòî íàáîð, â êîòîðîì ïîðÿäîê ÷èñåë âàæåí. Íà-
ïðèìåð, íàáîðû (1,2,3) è (1,3,2) ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, åñëè îíè óïîðÿäî-
÷åííûå, è îäèíàêîâûìè, åñëè íåóïîðÿäî÷åííûå.)

Ðåøåíèå. Ñì. çàäà÷ó 6 ìëàäøåé ëèãè.

6. Ïóñòü P � ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè n. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî P (1), P (2), . . . , P (n), P (n + 1) öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî P (m)
öåëîå ÷èñëî ïðè ëþáîì öåëîì m.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì çàäà÷ó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî n.

Áàçà èíäóêöèè äëÿ n = 1:

Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1 èìååò âèä P (x) = ax + b, ãäå a, b ∈ Q. Ìû çíàåì, ÷òî
P (2) = 2a+ b, P (1) = a+ b öåëûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, P (2)− P (1) = a ∈ Z
è P (1)− a = b ∈ Z. Òîãäà P (m) = am+ b � öåëîå ÷èñëî äëÿ ëþáîãî öåëîãî m.
Áàçà äîêàçàíà.

Ïåðåõîä èíäóêöèè:

Ïîëîæèì, ÷òî P (m) öåëîå äëÿ ëþáîãî öåëîãî m ïðè êàæäîì n ≤ k. Äîêàæåì,
÷òî òî æå ñàìîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè n = k + 1. Ðàññìîòðèì ëþáîé ìíîãî÷ëåí
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P (x) ñòåïåíè k+1 òàêîé, ÷òî P (1), P (2), . . . , P (n), P (n+1) öåëûå ÷èñëà (êàê
ïðèìåð ìîæåì âçÿòü P (x) = xk+1).

Òîãäà ïóñòü Q(x) = P (x + 1) − P (x). Íå ñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ñòåïåíü Q íå
áîëüøå ÷åì k. Ïðè ýòîì Q(x) èìååò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû, è Q(i) =
P (i + 1)− P (i) ∈ Z äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i ≤ k. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè Q(m) = P (m + 1) − P (m) � öåëîå äëÿ ëþáîãî öåëîãî
m.

Ïîýòîìó, äëÿ ëþáîãî öåëîãî i, åñëè P (i) � öåëîå, òîãäà Q(i) � öåëîå, è, ñîîò-
âåòñòâåííî, P (i+ 1). Àíàëîãè÷íî, åñëè P (i+ 1) öåëîå, òî P (i) òîæå.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî P (m) ∈ Z ∀m ∈ Z. Ïåðåõîä äîêàçàí.
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