
Ìàòåìàòèêà ïºíi áîéûíøà

Beyond Olympiad #2

åñåïòåð øåøiìäåði

19-20 à©ïàí 2022



Øàðòòàð ìåí øåøiìäåð

Ò°ìåíãi ëèãà

1. 2022 àäàìíàí ò´ðàòûí òîïòà äîñòàð ñàíû áiðäåé áîëàòíû åêi àäàì òàáûëàòû-
íûí äºëåëäåiç.

Øåøiìi. Ò´æûðûì ä´ðûñ åìåñ äåï àéòàëû©. Îíäà ºð àäàìäà äîñòàð ñàíû
ºðò³ðëi áîëàäû. Àäàìäà å ê°ï äåãåíäå 2021 äîñ áîëóû ì³ìêií, ñîíäà òîïòà¡û
àäàìäàðäà 0-äåí 2021-ãå äåéií äîñ áîëóû ì³ìêií. Áiðà© äîñòàðû æî© àäàì
áîëñà, 2021 äîñû áàð àäàì áîëà àëìàéäû � îë áàðëû¡ûìåí äîñ áîëóû êåðåê.
Êåðiñiíøå äå ñîëàé. Ñîíäû©òàí äà, ì³ìêií áîëàòûí 2021 äîñ ñàíû áàð (0-äåí
2020-ãå äåéií íåìåñå 1-äåí 2021-ãå äåéií). Äèðèõëå ïðèíöèïi áîéûíøà, äîñòàð
ñàíû áiðäåé áîëàòûí åêi àäàì òàáûëàäû.

Áà¡àëàó êåñòåñi.

� 0 æºíå 2021 äîñû áàð åêi àäàìíû áîëóû ì³ìêií åìåñòiãií äºëåëäåó � 3
áàëë.

2. a, b, c � î ñàíäàð áîëñûí. Êåëåñi òåñiçäiêòi äºëåëäåiç:

√
ab+ bc+

√
bc+ ca+

√
ac+ ab ≤

√
2(a+ b+ c)

1-øåøiì. Ñîë æà¡ûí
√
2-ãå á°ëåìiç. Îðòà ìºíäåð òåñiçäiãi áîéûíøà áîéûí-

øà, ºð ©îñûë¡ûø ³øií

√
a(b+ c)

2
=

√
a · (b+ c)

2
≤

a+ (b+c)
2

2

îðûíäàëàäû. Òåñiçäiêòåðäi ©îñûï øû©ñà©, åñåï äºëåëäåíäi.

2-øåøiì. Òåñiçäiêòi ñîë æºíå î æà¡ûí LHS æºíå RHS äåï àòàéû©. Îíäà

LHS2 = 2(ab+ bc+ ca) + 2
∑
cyc

√
(ab+ bc)(bc+ ca) ≤

≤ 2(ab+ bc+ ca) + 2
∑
cyc

(ab+ bc) + (bc+ ca)

2
=

= 6(ab+ bc+ ca) ≤ 2(a+ b+ c)2 = RHS2,

åñåï äºëåëäåíäi.
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3-øåøiì. Àðèôìåòèêàëû© æºíå ãåîìåòðèÿëû© îðòàëàð òåñiçäiãiíåí:

LHS

3
=

∑
cyc

√
ab+ bc

3
≤

√∑
cyc(ab+ bc)

3
=

√
2

3
·
√
ab+ bc+ ca.

Îíäà òåê √
2

3
·
√
ab+ bc+ ca ≤ RHS

3
=

√
2

3
· (a+ b+ c) ⇐⇒

⇐⇒ 3(ab+ bc+ ca) ≤ (a+ b+ c)2,

ê°ðñåòó ©àëäû. Á´ë òåñiçäiêòi ä´ðûñòû¡ûíà ê°ç æåòêiçó ©èûí åìåñ.

Áà¡àëàó êåñòåñi.

� Òåñiçäiêòi êâàäðàòòàó � 1 áàëë;

� Òîëû© øåøiì � 7 áàëëîâ.

3. ABC ³øá´ðûøûíäà I � iøòåé ñûçûë¡àí øåáåðäi öåíòði. Ω øåáåði B í³ê-
òåñi àð©ûëû °òåäi æºíå AI ò³çóií I í³êòåñiíäå æàíàéäû. Ω øåáåði AB ìåí
BC ©àáûð¡àëàðûí åêiíøi ðåò P ìåí Q í³êòåëåðiíäå ©èÿäû, àë QI ò³çói AC
©àáûð¡àñûí R í³êòåñiíäå ©èÿäû. AR ·BQ = PI2 åêåíií äºëåëäåiç.

Øåøiìi. AI ìåí BC D í³êòåñiíäå ©èûëûññûí. AD æàíàìàñû ìåí PI æºíå
QI õîðäàëàðû àðàñûíäà¡û á´ðûø ©àñèåòiíåí ∠PIA = ∠PBI = ∠QBI =
∠QID = ∠RIA øû¡àäû. ∠RAI = ∠PAI, îñûäàí ©àáûð¡à ìåí 2 á´ðûø áîé-
ûíøà △RAI = △PAI, äåìåê, PI = RI. BI � ∠PBQ áèññåêòðèñàñû, ñîíäû-
©òàí äà Ω øåáåðiíäå PI ìåí QI õîðäàëàðû áiðäåé äî¡àëàðäû êåðåäi, îñûäàí
PI = QI.

∠QIB = ∠BID−∠QID = ∠PAI+∠PBI−∠QID = ∠RAI åêåíií áàé©àéû©,
àë ∠RIA = ∠QBI åñêåðñåê, △RAI ∼ △QIB àëàìûç. Îñûäàí AR · BQ =
RI ·QI = PI2.
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Áà¡àëàó êåñòåñi.

� ∠PIA = ∠RIA � 1 áàëë;

� △RAI = △PAI � 1 áàëë;

� PI = QI � 1 áàëë;

� ∠QIB = ∠RAI � 1 áàëë;

� AR ·BQ = RI ·QI � 1 áàëë.

4. x, y íà©òû ñàíäàðû ³øií {
x4 + y4 = 1552

xy = 24

îðûíäàëàäû. |x+ y| ©àíäàé ìºíãå òå?

Øåøiìi. Àëäûìåí, (x2 + y2)2 = (x4 + y4) + 2(xy)2 = 1552 + 2 · 242 = 2704 =
522 åêåíií áàé©àéìûç. Îíäà x2 + y2 = 52 (êâàäðàòòàð ©îñûíäûñû òåðiñ áîëà
àëìàéäû). Åíäi (x + y)2 = x2 + y2 + 2xy = 52 + 2 · 24 = 100 = 102 àëàìûç.
ß¡íè, |x+ y| = 10.

Áà¡àëàó êåñòåñi.

� x2 + y2 = 52 òàáó � 3 áàëë;

� (x+ y)2 = x2 + y2 + 2xy = x2 + y2 + 48 � 2 áàëë.

5. p, q, r � æàé ñàíäàð áîëàòûí, p2 + 3q2 = 9r2 + 1 òåäiãiíi áàðëû© øåøiìäåðií
òàáûûç.

Æàóàáû. (p, q, r) = (5, 2, 2).

Øåøiìi. p, q åêåói äå òà© äåï àëàéû©, îíà r òà© æºíå òåäåóäi ñîë æà¡û
mod 4 áîéûíøà 0-ãå, îë î æà¡û 2-ãå òå, îë ì³ìêií åìåñ. Äåìåê, p ìåí q-äi
áiði äåãåíäå æ´ï, ÿ¡íè, åêiãå òå áîëóû êåðåê. 3 æà¡äàéäû ©àðàñòûðàéû©:

1) p = q = 2. Îíäàé r æî© åêåíi àé©ûí.

2) p = 2, q > 2. Òåäåóäi ñîë æà¡û òà© áîë¡àíäû©òàí, î æà¡û äà òà© áîëàäû.
Îíäà r æ´ï, ÿ¡íè 2-ãå òå. 4 + 3q2 = 37. Îíäàé q æî©.

3) p > 2, q = 2. �àéòàäàí, òåäåóäi ñîë æà¡û òà© æºíå r 2-ãå òå. p2+12 = 37,
p = 5.

Îíäà åñåïòi æàë¡ûç øåøiìi áàð: (p, q, r) = (5, 2, 2).

Áà¡àëàó êåñòåñi.

� p ìåí q-äû áiðåói äåãåíäå æ´ï áîëóûí äºëåëäåó � 4 áàëë;
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� Áið æà¡äàé ©àðàñòûðó � 1 áàëë.

6. (a1, a2, a3, a4, a5) íàòóðàë ñàíäàð æèûíûí ñè©ûðëû äåï àòàéû©, åãåð äå îëàð¡à
êåði ñàíäàðäû ©îñûíäûñû 1-ãå òå áîëñà:

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
+

1

a5
= 1.

N � ðåòòåëãåí ñè©ûðëû æèûíäàð ñàíû áîëñûí. N ñàíûíû òà©-æ´ïòûëû¡ûí
òàáûûç. (Ðåòòåëãåí æèûí � ñàíäàð ðåòi ìàûçäû áîëàòûí æèûí. Ìûñà-
ëû, (1,2,3) æºíå (1,3,2) æèûíäàðû ðåòòåëãåí áîëñà, ºðò³ðëi, ðåòòåëìåãåí
áîëñà, áiðäåé áîëûï ñàíàëàäû.)

Øåøiìi. a1, a2, a3, a4, a5 ñàíäàðûíû àðàñûíäà 1 ≤ i ̸= j ≤ 5 ³øií ai = aj
áîëñà, îíäà ai ìåí aj áið òîï©à æàòàòûíäàé åòiï îñû 5 ñàíäû m òîï©à á°ëåéiê.
ki � i òîáûíäà¡û ñàíäàð ñàíû áîëñûí. Îíäà (k1, ...km) m òîïòàðûíà á°ëiíåòií
ðåòòåëãåí ñè©ûðëû a1, a2, a3, a4, a5 æèûíäàð ñàíûí N(k1, ...km) äåï áåëãiëåéiê.
Ìûñàëû, (4, 4, 4, 8, 8) æèûíû òåê N(2, 3) = N(3, 2) iøiíäå ñàíàëàäû.

Îíäà N = N(1, 1, 1, 1, 1)+N(1, 1, 1, 2)+N(1, 2, 2)+N(4, 1)+N(3, 2)+N(5)+
N(1, 1, 3).

�ð ðåòòåëìåãåí ñè©ûðëû æèûí¡à
(

5
k1,...km

)
ðåòòåëãåí æèûí ñºéêåñ êåëåòiíií

áàé©àìûç ⇒
(

5
k1,...km

)
| N(k1, ...km). [1]

Cîíäû©òàí, N(1, 1, 1, 1, 1), N(1, 1, 1, 2), N(1, 2, 2), N(3, 2), N(1, 1, 3) åêiãå á°ëi-
íåäi ⇒ N ≡ N(4, 1) +N(5) mod 2. [2]

N(4, 1) ìåí N(5) ©àðàñòûðó ¡àíà ©àëäû:

N(5) � áàðëû© ñàíäàðû áið-áiðiíå òå áîëàòûí (a1, a2, a3, a4, a5) ðåòòåëãåí ñè©ûð-
ëû æèûíäàð ñàíû. Æèûííû ñàíäàðûí a äåï àëñà©,

1
a1
+ 1

a2
+ 1

a3
+ 1

a4
+ 1

a5
= 5

a = 1 ⇒ a = 5

N(4, 1) � áið ñàíûí b, ©àë¡àíäàðûí a äåï àëà àëàòûí (a1, a2, a3, a4, a5) ðåòòåëãåí
ñè©ûðëû æèûíäàð ñàíû. Îíäà: 1

a1
+ 1

a2
+ 1

a3
+ 1

a4
+ 1

a5
= 4

a +
1
b = 1 ⇒ 4b+a = ab.

Òåäiêòi b ìîäóëi áîéûíøà ©àðàñòûðñà©, a b-¡à á°ëiíåòiíií àëàìûç. a = bm
áîëñûí. 4b + a = ab ⇔ 4b + bm = b2m ⇒ 4 +m = bm ⇒ m | 4. Îë äåãåíiìiç,
m òåê 1, 2, 4 ìºíäåðiíå òå áîëà àëàäû.

m = 1 ⇒ a = b. �àéøûëû©.

m = 2 ⇒
{
a = bm

4b+ a = ab
⇒

{
a = 2b

4b+ 2b = 2b2
⇒

{
a = 6

b = 3
.

m = 4 ⇒
{
a = bm

4b+ a = ab
⇒

{
a = 4b

4b+ 4b = 4b2
⇒

{
a = 8

b = 2
.
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Îñûäàí, N(4, 1) iøiíäå (6, 6, 6, 6, 3) ìåí (8, 8, 8, 8, 2) ðåòòåëãåí ñè©ûðëû æèûí-
äàð áàð, ÿ¡íè N(4, 1) = 2.

Îñûëàéøà, N ≡ N(4, 1) +N(5) ≡ 1 mod 2. Îíäà N � òà© ñàí.

Áà¡àëàó êåñòåñi

� [1] äºëåëäåó � 3 áàëë;

� [2] äºëåëäåó � 1 áàëë;

� N(5) òà©-æ´ïòûëû¡ûí òàáó � 1 áàëë;

� N(4, 1) òà©-æ´ïòûëû¡ûí òàáó � 2 áàëë.

Æî¡àð¡û ëèãà

1. Òîé¡à 4 åãiç æ´ïòàð êåëãåí. Êåéáiðåóëåði áið-áiðiìåí ©îë àëìàñòû, áiðà© åêi
åãiç áið-áiðiìåí, ºðèíå, ©îë àëìàñ©àí æî©. Òîéäû ñîûíäà òàìàäà áîë¡àí áiði
©àë¡àíäàðûíàí íåøå ðåò ©îë àëìàñ©àíûí ñ´ðàäû äà, 7 ºðò³ðëi æàóàï àëäû.
Òàìàäàíû åãiçi íåøå ðåò ©îë àëìàñòû?

Øåøiìi. Àäàì å ê°ï äåãåíäå 6 ðåò ©îë àëìàñà àëàòûíûí áàé©àéû©. Òàìàäà
7 ºðò³ðëi æàóàï àë¡àíäû©òàí, ©àë¡àíäàðû 0-äåí 6-¡à äåéií ðåò ©îë àëìàñòû.

6 ðåò ©îë áåðiñêåí àäàìäû ©àðàñòûðàéû©. Îë °ç åãiçiíåí áàñ©à áàðëû¡ûìåí
©îë àëìàñòû, ÿ¡íè ©àë¡àíäàðû êåì äåãåíäå 1 ðåò ©îë àëìàñòû. Îíäà 0 ðåò ©îë
àëìàñ©àí àäàì � 6 ðåò àëìàñ©àííû åãiçi.

Êåëåñi, 5 ðåò ©îë àëìàñ©àí àäàìäû ©àðàñòûðàéû©. Åøêiììåí ©îë àëìàñïà¡àí
àäàìíàí áàñ©à, îë áºðiìåí ©îë áåðiñòi. Îíäà ñîë àäàìäàð êåì äåãåíäå 2 ðåò
©îë àëìàñòû (5 æºíå 6 ðåò ©îë áåðiñêåíäåðìåí). Îñûäàí, 1 ðåò ©îë àëìàñ©àí
àäàì � 5 ðåò àëìàñ©àííû åãiçi áîëàäû.

Åíäi 4 ðåò ©îë àëìàñ©àí àäàìäû ©àðàñòûðàéû©. Àëäû¡û ò´æûðûìäà¡ûäàé,
îíû åãiçi 2 ðåò ©îë àëìàñòû.

Ò°ðòiíøi æ´ï åãiçäåð 3 ðåòòåí ©îë áåðiñêåíií ò³ñiíó ©èûí åìåñ. Òàìàäà ºðò³ð-
ëi æàóàï àë¡àíäû©òàí, îë ñîë ò°ðòiíøi æ´ï åãiçi, îíäà îíû åãiçi 3 ðåò ©îë
àëìàñòû.

Áà¡àëàó êåñòåñi.

� 0 æºíå 6 ðåò ©îë áåðiñêåí àäàìäàð åãiç åêåíií äºëåëäåó � 2 áàëë;

� �àë¡àíäàðäû ©îë áåðiñêåí ñàíûí òàáó � 3 áàëë.

2. Êåç êåëãåí íàòóðàë x, y ñàíäàðû ³øií (x+y)13−x13−y13 ìºíi p-¡à á°ëiíåòiíäåé,
áàðëû© æàé p ñàíäàðäûí òàáûäàð.
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Æàóàáû. p = 2, 3, 5, 7, 13.

Øåøiìi. x = 1, y = 1 ©àðàñòûðàéû©: 213 − 2 = 8190 = 2 · 32 · 5 · 7 · 13. Îíäà,
p òåê 2, 3, 5, 7, 13 ñàíäàðûíà òå áîëà àëàäû. Îëàðäû áàðëû¡û äà êåëåòiíií
äºëåëäåéiê. p = 2 êåëåòiíi °ðíåêòi æ´ï ìºíãå èå áîëóûíàí àé©ûí.

Åíäi x13 ≡ x áàðëû© ìºíäåð ³øií îðûíäàëàòûíûí ò³ñiíó êåðåê. x ≡ 0 (mod p)
áîëñà, ò´æûðûì îðûíäàëàäû.

Åíäi (x, p) = 1 áîëñûí. Ôåðìàíû êiøi òåîðåìàñû áîéûíøà, xp−1 ≡ 1 (mod p).
Îñûäàí

x12 ≡ (x2)6 ≡ (x4)3 ≡ (x6)2 ≡ 1 (mod 3, 5, 7, 13)

àëàìûç. Åêi æà©òû x-êå ê°áåéòñåê, ò´æûðûìíû ä´ðûñòû¡ûíà ê°ç æåòêiçå-
ìiç.

Åíäi ºð p = 3, 5, 7, 13 ³øií x13 + y13 − x− y ≡ x+ y− x− y ≡ 0 (mod p) åêåíií
àëàìûç.

Áà¡àëàó êåñòåñi.

� [1] òàáó � 2 áàëë;

� Áið æàóàïòû äºëåëäåó � 1 áàëë.

3. ABCD òåá³éiðëi òðàïåöèÿñûíû AC ìåí BD äèàãîíàëüäàðû E í³êòåñiíäå
©èûëûñàäû. O � ABCD-¡à ñûðòòàé ñûçûë¡àí øåáåðäi öåíòði, O1 � △BEC-
¡à ñûðòòàé ñûçûë¡àí øåáåðäi, O2 � △AED-¡à ñûðòòàé ñûçûë¡àí øåáåðäi
öåíòði áîëñûí. O1E = OO2 åêåíií äºëåëäåiç.

Øåøiìi.Æàëïû æà¡äàéäû øåêòåóñiç, AD � òðàïåöèÿíû ³ëêåí òàáàíû áîë-
ñûí.
1-ò´æûðûì. ABEO ìåí CEOD � øåáåðãå iøòåé ñûçûë¡àí ò°ðòá´ðûøòàð.
Äºëåëäåìåñi. Ñèììåòðèÿ¡à ñºéêåñ, ABEO ³øií äºëåëäåó æåòêiëiêòi.

∠AEB = ∠EAD + ∠EDA = 2∠ADB,

áàñ©à æà¡ûíàí ©àðà¡àíäà, ∠AOB � öåíòðëiê á´ðûø áîë¡àíäû©òàí, ∠AOB =
2∠ADB. Îñûäàí, ∠AEB = ∠AOB, ñîíäû©òàí äà ABEO � øåáåðãå iøòåé
ñûçûë¡àí.
2-ò´æûðûì. △BO1O = △OO2A.
Äºëåëäåìåñi.

∠BO1O = 2∠BCE = 2∠BCA = 2∠BDA = 2∠EDA = ∠OO2A. (1)

ABEO øåáåðãå iøòåé ñûçûë¡àíäû©òàí, ∠ABE = ∠AOO2. Æºíå äå ∠ABO =
∠AEO = ∠O1EB = ∠O1BE, îñûäàí, ∠ABE = ∠OBO1. Îíäà

∠AOO2 = ∠OBO1. (2)
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(1) ìåí (2)-äåí, △BO1O ∼ △OO2A àëàìûç, àë OB = OA áîë¡àíäû©òàí,
△BO1O = △OO2A.

2-ò´æûðûìíàí:
OO2 = BO1 = O1E

Áà¡àëàó êåñòåñi.

� 1-ò´æûðûìäû äºëåëäåó � 3 áàëë;

� Òîëû© øåøiì � 7 áàëë.

4. ABCD ïàðàëåëëîãðàìûíû AB, BC, CD, AD ©àðáûð¡àëàðûíäà ñºéêåñiíøå
K,L,M,N í³êòåëåði àëûí¡àí æºíå KN ∥ LM . KM , LN æºíå AC ò³çóëåði
áið í³êòåäå ©èûëûñàòûíûí äºëåëäåiç.

Øåøiìi. ∠CML = ∠AKN åêåíií ò³ñiíó ©èûí åìåñ. ∠A = ∠C áîë¡àíäû©òàí,
△CML ∼ △AKN ⇒ CL

CM = AN
AK .

LN ∩ AC = T æºíå KM ∩ AC = R äåï áåëãiëåéiê. △ATN ∼ △CTL æºíå
△ARK ∼ △CRM áîë¡àíäû©òàí,

CT

TA
=

CL

NA
=

CM

KA
=

CR

RA
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îðûíäàëàäû. Îíäà, R ìåí T AC êåñiíäiñií áiðäåé ©àòûíàñòà áîëåäi, îñûäàí,
R = T æºíå AC, KM, LN áið í³êòåäå ©èûëûñàäû.

Áà¡àëàó êåñòåñi.

�
CL
CM = AN

AK äºëåëäåó � 1 áàëë;

� △ATN ∼ △CTL æºíå △ARK ∼ △CRM äºëåëäåó � 2 áàëë.

5. (a1, a2, a3, a4, a5) íàòóðàë ñàíäàð æèûíûí ñè©ûðëû äåï àòàéû©, åãåð äå îëàð¡à
êåði ñàíäàðäû ©îñûíäûñû 1-ãå òå áîëñà:

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
+

1

a5
= 1.

N � ðåòòåëãåí ñè©ûðëû æèûíäàð ñàíû áîëñûí. N ñàíûíû òà©-æ´ïòûëû¡ûí
òàáûûç. (Ðåòòåëãåí æèûí � ñàíäàð ðåòi ìàûçäû áîëàòûí æèûí. Ìûñà-
ëû, (1,2,3) æºíå (1,3,2) æèûíäàðû ðåòòåëãåí áîëñà, ºðò³ðëi, ðåòòåëìåãåí
áîëñà, áiðäåé áîëûï ñàíàëàäû.)

Øåøiìi. Êiøi ëèãàíû 6-øû åñåáií ©àðàûç.

6. P � ðàöèîíàë êîýôèöèåíòòi n äºðåæåëi ê°ïì³øå áîëñûí. P (1), P (2), . . . , P (n),
P (n + 1) � á³òií ñàíäàð áîëûï øû©òû. Êåç êåëãåí á³òií m ³øií P (m) á³òií
áîëàòûíûí äºëåëäåiç.

Øåøiìi. Åñåïòi n áîéûíøà ìàòåìàòèêàëû© èíäóêöèÿ ºäiñiìåí äºëåëäåéiê.

n = 1 ³øií èíäóêöèÿ íåãiçi:

1-äºðåæåëi ê°ïì³øå P (x) = ax+b ò³ðäå áîëàäû, a, b ∈ Q. P (2) = 2a+b, P (1) =
a + b á³òií ñàíäàð åêåíií áiëåìiç. Ñîíäû©òàí äà, P (2) − P (1) = a ∈ Z æºíå
P (1)−a = b ∈ Z. Îíäà P (m) = am+b � êåç êåëãåí á³òiím ³øií á³òií áîëàäû.
Íåãiç äºëåëäåíäi.
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Èíäóêöèÿ ©àäàìû:

�ð n ≤ k ³øií P (m) êåç êåëãåí á³òií m ³øií á³òií äåï àëàéû©. n = k + 1
áîë¡àíäà äà ò´æûðûì îðûíäàëàòûíûí äºëåëäåéiê. P (1), P (2), . . . , P (n), P (n+
1) á³òií áîëàòûíäàé êåç êåëãåí áið k + 1 äºðåæåëi P (x) ê°ïìø³åíi ©àðàñòû-
ðàéû© (ìûñàëû, P (x) = xk+1 àëà àëàìûç).

Îíäà Q(x) = P (x + 1) − P (x) áîëñûí. Q äºðåæåñi k-äàí àðòû© åìåñ åêåíi
ò³ñiíiêòi. Î¡àí ©îñà, Q(x) ðàöèîíàë êîýôèöèåíòòi æºíå êåç êåëãåí íàòóðàë
i ≤ k ³øií Q(i) = P (i + 1) − P (i) ∈ Z. Îíäà, èíäóêöèÿ áîëæàìû áîéûíøà,
Q(m) = P (m+ 1)− P (m) � êåç êåëãåí á³òií m ³øií á³òií.

Ñîíäû©òàí, êåç êåëãåí á³òií i ³øií, åãåð äå P (i) � á³òií áîëñà, îíäà Q(i) �
á³òií æºíå, ñºéêåñiíøå, P (i+1). Äºë ñîëàé, åãåð P (i+1) á³òií áîëñà, P (i) äà
á³òií áîëàäû.

À©ûðû P (m) ∈ Z ∀m ∈ Z åêåíiíå êåëåìiç. Èíäóêöèÿ ©àäàìû äºëåëäåíäi.
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